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1 Introdution

Ce ours s'adresse à des élèves dont les onnaissanes en informatiques se limitent à

l'utilisation de logiiels et à des onnaissanes de base (boules et fontions) en program-

mation.

Il ne s'adresse pas spéi�quement à des élèves non mathématiiens, ar eux-i peuvent

aussi y trouver de l'intérêt, mais surtout à des personnes qui ne se destinent ni à l'infor-

matique, ni au mathématiques. C'est pourquoi, l'aent à été mis sur la plus grande larté

possible dans l'exposé des notions qui relèvent des mathématiques et sur les exemples. Il

onstitue à mon avis une approhe adaptée pour des personnes intéressées par la biologie

et par les langues.

Les objetifs sont multiples.

Le premier d'entre eux est de montrer aux élèves que l'analyse formelle est un

préalable néessaire à la ompréhension des langages, en partiulier informatiques.

Le deuxième est de présenter un exemple de la diversité des modes de représenta-

tion de es langages.

Le troisième est d'illustrer le lien qui existe entre les langages et ertains proessus

naturels, lien qui montre l'importane de l'étude des formalismes présentés.

Le dernier objetif est �nalement de permettre à l'élève d'utiliser des onnaissanes

très sommaires de programmation pour analyser les proessus méaniquement

dans des proportion inaessibles à l'homme.

2 Langage formel

Rendre ompte de la notion de langage formel le plus simplement possible n'est pas

hose faile. Il se trouve que 'est la rigueur du langage mathématique qui permet d'en

exprimer au mieux l'idée. Nous allons don l'utiliser le plus simplement possible étant

donné les di�ultés qu'il peut représenter. Il sera néanmoins bien souvent plus une aide

qu'un obstale.

Tout langage est au départ onstitué d'un alphabet. Il faut onsidérer le terme d'al-

phabet au sens large du terme omme un simple ensemble de signes ou lettres, même

non alphabétiques au sens ommun du terme. Ainsi, les ensembles suivants notés Σi

onstituent des exemples d'alphabet :

Σ1 = {e, z, l, X, 1, 4,  }

Σ2 = {¬, �, a

O, ¿}

Σ3 = {a, b,  , ǫ}

A partir de l'alphabet, on peut alors dé�nir e qu'est un mot. Il s'agit simplement d'une

suite �nie de lettres prises dans l'alphabet. Ainsi, on peut former les mots suivants sur

l'alphabet Σ1 : eezeeX ou X14zz Pour l'alphabet Σ3, on

pourrait avoir : aababbab ou aabbbba mais pas aab¬
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Si m est un mot sur un alphabet Σ, on érira :

m ∈ Σ∗

pour dire que le mot m appartient à l'ensemble Σ∗
des mot possibles formé sur l'alphabet

Σ. Finalement, on dé�nit ǫ omme un mot vide. La raison pour laquelle on fait ela sera

vue plus tard.

Maintenant qu'on a des mots, le problème est de pouvoir les utiliser. Si on onsidère

les mots suivants de Σ3 :

abaab aba aabaaba 

il serait possible de former queque hose qui ressemble à des phrases en plaçant es mots

les uns à �té des autres. Cette opération se nomme la onaténation et on la note par

un point. Ainsi, on va formellement dé�nir la onaténation ainsi :

Soit m et n ∈ Σ∗
Alors, m.n=mn

On peut ainsi tenter de reproduire l'apparene formelle d'un langage par onaténation

des mots i-dessus (en s'imaginant un espae invisible) :

abaab .aba .aabaaba = abaab aba aabaaba

Certes, le résultat ne orrespond qu'en apparene à un langage. Mais, l'alphabet est très

restreint.

De manière naturelle, on va don dé�nir la notion de langage omme un sous-ensemble

de l'ensemble de tous les mots d'un alphabet donné. Un langage est don un ensemble

de mots. On peut don faire l'union, l'intersetion, . . . de deux langages.

L'exemple lassique est le langage des expressions arithmétiques. Il est dé�ni à partir

de l'alphabet suivant :

Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,+,−, ∗, /}

Le langage des expressions arithmétiques s'érit alors :

L(expr. arithm.) = {. . . , 342, 34 + 4, 45 + 34, 2 = 4, . . .}

Relevez qu'il ne s'agit pas de l'ensemble de tous les mots formé sur l'alphabet, mais d'un

sous ensemble qui ne ontient pas l'expression 34+++43==, par exemple. Évidemment,

il faut spéi�er omment on réalise le hoix de haque expression.

Exerie 1 Sur l'alphabet des hi�res binaires (que vous noterez préisément), donnez

le langage L des nombres à trois hi�res.
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Exerie 2 Pour la moléule d'ADN, dé�nissez un alphabet de ses omposants et dé-

terminez quelques éléments du langage des odons, aide aminé onstitué de triplets de

nuléotides. Combien peut-il y en avoir si leur arrangement tient ompte de l'ordre et

qu'il peut y avoir des répétitions.

Indiation : les nuléotides sont les briques de base de l'ADN.

La génération ou la véri�ation des expressions valables pour un langage donné peut

se faire de di�érentes manières. Nous allons présenter dans la setion suivante les moyens

qui nous permettrons de dérire simplement des langages partiuliers. On peut utiliser

pour ela soit un automate soit une expression régulière.

3 Langage rationnel

3.1 Les automates

Une manière partiulièrement ompréhensible de tester l'appartenane d'une expres-

sion à un langage est d'utiliser un automate. Il s'agit d'une sorte de mahine symbolique

apable de générer un ensemble de mots. On la suit dans la onstrution de eux-i selon

des �èhes qui mènent d'un état à l'autre par la onaténation suessive de ertaines

mots de l'alphabet. Pour des raison de ompréhension, on va ommener par donner

un exemple d'automate à travers une représentation graphique qui fait orrespondre des

ronds aux états et des �èhes aux éléments de l'alphabet. Un état initial est un rond sur

lequel arrive une �èhe vide et un état �nal est onstitué d'un double erle. Ainsi, on

représente un automate reonnaissant le mot :

aba sur l'alphabet Σ = {a, b}

par la �gure suivante :

a b a

Relevons qu'il est possible de onsidérer l'unique mot onstruit par et automate omme

un langage qu'on peut dé�nir mathématiquement très simplement par :

L = {m ∈ Σ∗ |m = aba}

où la barre vertiale | signi�e �tel que�.

Évidemment, l'objetif est de permettre la onstrution de langages plus étendus. On

peut par exemple onstruire le langage onstitué d'une séquene de ab ainsi :

a

b
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Cet exemple permet d'engendrer une in�nité de mots du type ab, abab, ababab, . . .

Par ailleurs, la présene d'un état initial, simultanément �nal, implique l'existene

dans le langage d'un mot vide noté ǫ. On érira don mathématiquement le langage

ainsi :

L = {m ∈ Σ∗ |m = ǫ, ab, abab, ababab, . . .}

Un dernier exemple montre qu'il est possible de générer des langages bien plus om-

plexes. Sans dire immédiatement e dont il s'agit, voii l'automate :

a b

b

a

Le langage reonnu est onstitué de mots omprenant en premier lieu au moins un a,

suivi par un nombre impair de b. On peut aussi érire :

L = {m ∈ Σ∗ |m = anbm, n ∈ N
∗
et m = 2 · k + 1, k ∈ N}

où N
∗
est l'ensemble des nombres naturels (entiers positifs) sans le zéro et N elui ave

le zéro.

En onlusion, on peut dé�nir un automate de manière générale omme un ensemble

onstitué

� d'un alphabet Σ,
� d'un ensemble �ni d'état, généralement noté E,

� d'un ensemble d'état initiaux I tel que I ⊆ E,

� d'un ensemble d'état �naux F tel que F ⊆ E et

� d'une fontion de transition

δ : E × Σ −→ E

Où le signe ⊆ signi�e �appartient à�.

Le dernier point de ette dé�nition mérite des expliations. La représentation gra-

phique des automates donnée i-dessus met lairement en évidene les transitions (�èhes)

entre états. Celles-i doivent aussi trouver une expression mathématique. C'est la fontion

de transition.

Reprenons le dernier exemple d'automate donné i-dessus. Considérons haun des

points permettant de le dé�nir mathématiquement.

L'alphabet tout d'abord est lairement donné par Σ = {a, b}.
L'ensemble des états est E = {e1, e2, e3} et on peut en donner une représentation

légèrement plus omplète ainsi :

e1 e2 e3
a b

b

a



8 TABLE DES MATIÈRES

L'ensemble des états initiaux se résume à I = {e1} et elui des états �naux à F = {e3}.
La fontion de transition δ est alors donnée par :

δ(e1, a) = e1 | e2 δ(e1, b) =⊥

δ(e2, a) =⊥ δ(e2, b) = e3

δ(e3, a) =⊥ δ(e3, b) = e2

où | signi�e �ou� et ⊥ signi�e �indé�ni�.

Ce dernier exemple est aussi intéressant du point de vue du déterminisme du résultat.

La fontion de transition δ(e1, a) donne deux solution possibles : e1 ou e2. Cela signi�e

qu'à partir de l'état e1, par la transition a, un hoix non déterminé peut avoir lieu.

L'automate est alors dit non déterministe. Cela peut onstituer un problème et il est

possible de le rendre déterministe. Mais nous n'aborderons pas e point dans e ours. Il

onvenait ependant de le mentionner.

Nous avons vu dans e paragraphe une manière de reonnaître méaniquement un

langage simplement formé de mots issus d'un alphabet à l'aide d'un automate. Nous

avons vu deux manières de représenter elui-i, par un diagramme et mathématiquement.

Chaune de es deux expressions onstitue un mode de représentation qui a des avantages

et des inonvénients. Les automates soulignent lairement le aratère méanique du

proessus de reonnaissane. L'expression mathématique exprime quant à elle mieux les

propriétés ensemblistes et relationnelles de la notion d'automate.

Exerie 3 Construisez un automate sur l'alphabet Σ = {a, b} qui reonnaît les mots

suivants : aab, abb et bbb.

Exerie 4 Construisez un automate qui reonnaisse la suession des feux de irula-

tion rouge-jaune-vert, allumé suessivement et indé�niment dans et ordre.

Exerie 5 Construisez un automate qui reonnaisse les odons de l'exerie 2.

3.2 Les expressions rationnelles

Voyons maintenant une autre manière de représenter les langages reonnus par les

automates : les expressions rationnelles

a

. Elles trouvent ii leur plae pour souligner qu'il

existe di�érentes approhes dans la reonnaissane des langages (dits rationnels).

Premièrement, une expression rationelle est un mot. L'alphabet permettant de onstruire

e mot est partiulier, puisque s'y trouve obligatoirement les symboles suivants : ( ) + . ∗ ∅
Ainsi, on peut voir l'alphabet sur lequel on onstruit les expressions rationelles omme

omposé de deux ensemble : un alphabet Σ hoisi selon les besoins et l'ensemble des

symboles donné i-dessus. L'alphabet des expressions rationelles est don formellement :

Σexpressions rationnelles = Σ ∪ {(, ),+, .,∗ , ε}

a. On parle aussi d'expressions régulières en raison de l'anglais regular expression.
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où ε est le aratère vide.

Seondement, une expression rationnelle doit obéir à une syntaxe. Une manière de

onstruire un langage, en tant que partie de l'ensemble des mots de Σ, est de le faire à

partir d'un automate. Une autre manière est de le faire à partir d'un ensemble d'opé-

ration qui permettent de le dé�nir omplètement. On appelle es opérations des règles

de syntaxe. En d'autre termes, es règles autorisent ou interdisent la prodution de mots

partiuliers sans référene au sens des mots produits. Ainsi, si e et r sont des expressions

rationnelle, alors il faut ajouter que les règles de syntaxe des expressions rationnelles au-

torisent les trois expressions (e+r), (e.r) et (e*) omme expressions rationnelles. On dit

ii simplement que les trois suites de aratères préédentes sont orretement formées

pour qu'il s'agisse d'expressions rationnelles. Le sens des symboles +, . et * n'est pas

préisé ar il ne s'agit que de règles de syntaxe.

En dé�nitive don, on peut dé�nir l'ensemble des expressions rationnelles par une

règle de base (B) et par un règle réursive (R) :

B. ε et e ave e ∈ Σ sont des mots sur Σ ∪ {(, ),+, .,∗ , ε}

R. si e et r sont des expressions rationnelles, alors (e+r), (e.r) et (e*) le sont aussi.

Voilà l'ensemble des expressions rationnelles orretement dé�ni. Il s'agit d'une dé�-

nitions omplexe sur laquelle nous ne reviendrons pas dans le adre de e ours. Il faut

ependant retenir l'idée de syntaxe omme règles de prodution d'expressions. Elle nous

mènera plus tard à elle de grammaire.

Jusqu'à présent nous n'avons pas parlé de sémantique. La dé�nition rigoureuse du

sens des symboles utilisés préédemment pour les expressions rationnelles (+, ., ∗) passe

par la onstrution d'une relation de l'ensemble des expressions rationnelles sur une partie

de l'ensemble des mots. Ces symboles prennent alors une signi�ation partiulière : le +
devient un ou (∪ ou |), le . une onaténation de deux expressions rationnelles et l'étoile

devient la répétition de zéro ou plusieurs fois le aratère préédent.

Ainsi, en imaginant la reonnaissane du ode postal d'une ville suisse onstitués de

quatre hi�res, on peut érire une expression rationnelle qui exprime ette struture de

la manière suivante :

(0|1|2|3|4|5|6|7|8|9).(0|1|2|3|4|5|6|7|8|9).(0|1|2|3|4|5|6|7|8|9).(0|1|2|3|4|5|6|7|8|9)

Évidemment, ette notation n'est pas très pratique et en réalité on dé�nit d'autres sym-

boles qui permettent d'alléger l'ériture. Par exemple, de manière évidente :

[0..9]{4}

On trouvera ave Desgraupes (2008) un ouvrage très omplet sur la syntaxe et la signi-

�ation des symboles les plus utilisés.

Exerie 6 Exprimez l'automate suivant en français et transformez-le en expression

rationnelle.
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e1e0
b

a

b

Exerie 7 Construisez l'expression régulière orrespondant aux numéros de plaques

minéralogiques suisses : deux lettres, suivies de inq hi�res déimaux.

Exerie 8 Construisez l'expression régulière orrespondant à l'automate de l'exerie

3, page 8.

4 Langage de Lindenmayer

Avant de nous intéresser aux langages de Lindenmayer, dit L-system, il faut pousser

un peu plus avant l'étude des langages formels.

On a vu plusieurs manières de formaliser un langage simple. La formalisation des

expressions rationnelles, par exemple, a fait apparaître des règles de syntaxe qui évoquent

une grammaire. Il est intéressant ii de préiser ette notion pour pouvoir omprendre

au mieux les L-system.

4.1 Grammaire

Une grammaire est un ensemble G d'objets tel que :

G ={T,N,R, S} où :

T est l'alphabet des lettres terminales,

N est l'alphabet des lettres non terminales

S ∈ N est l'axiome

R ⊆ (T ∪N)∗ × (T ∪N)∗ est un ensemble �ni de règles de prodution.

Une onvention pratique veut que les symboles non-terminaux s'érivent en majusule et

les terminaux en minusule.

Voii un exemple simple, mais assez omplet.

G ={T,N,R, S} où :

T = {a, b,m, n}

N = {O,P}

S = aO

R = {O → aO|bP et P → m|n}

où le signe | signi�e ou.

On peut donner deux exemples de génération d'éléments à partir de ette grammaire :

1. aO → aaO → aaaO → aaabP → aaabn

2. aO → aaO → aabP → aabm
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On omprend aisément le r�le des règles de produtions et elui des lettres terminales

qui vont arrêter la génération de la haîne de aratère.

Un automate peut onstituer un autre exemple intéressant. En e�et, il est possible

de traduire un automate par une grammaire appropriée.

G ={T,N,R, S} où :

T = {états terminaux}

N = {états non terminaux}

S = état initial

R = {fontion de transition}

Pour plus de larté, onsidérons l'automate de l'exerie 6, page 9, et tentons de le

traduire en une grammaire.

G ={T,N,R, S} où :

T = {e0}

N = {e0, e1}

S = e0

R = {δ(e0, a) = ⊥ ; δ(e0, b) = e1 ; δ(e1, a) = e0 ; δ(e1, b) = e1}

Évidemment, l'existene d'une orrespondane entre automate et expression régulière

implique l'idée d'une formalisation des expressions régulières sous forme de grammaire.

Nous n'aborderons pas e as ii.

En�n, voii un autre exemple de grammaire où il n'y a pas de symbole terminaux.

G ={T,N,R, S} où : (1)

T = ∅

N = {A,B}

S = A

R = {A→ AB et B → A}

Celle-i permet la génération de séquenes in�nies dont nous allons parler maintenant.

4.2 Génération de séquene

La prodution des éléments de la grammaire donnée dans le dernier exemple i-dessus

débute par l'axiome A. Ensuite, les deux règles de produtions doivent être utilisées pour

produire l'élément suivant : remplaer A par AB et B par A. Comme il n'y a qu'un A
dans l'axiome, seule la première règle s'applique tout d'abord et on obtient AB. Puis, les

deux règles doivent à nouveau être utilisées à partir de et état pour produire le suivant.
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On remplae don les A par AB et B par A pour haque lettre de AB. On obtient ainsi

ABA. Et on ontinue indé�niment. On obtient alors :

A

AB

ABA

ABAAB

ABAABABA

ABAABABAABAAB (2)

Ces haînes n'ont pas enore de signi�ation. Mais on peut déjà envisager di�érentes règles

de produtions permettant de générer de multiples haînes de aratères. Beauoup de

questions peuvent alors se poser onernant les propriétés des haînes ainsi onstituées.

Voii en�n un autre exemple très onnu de grammaire permettant de générer des

haînes auxquelles on peut attaher une signi�ation par interprétation graphique :

G ={T,N,R, S} où : (3)

T = {+,−}

N = {F}

S = F

R = {F → F + F − F − F + F}

Notez la séparation entre les symboles terminaux, sans règles de prodution et le symbole

non terminal auquel orrespond une règle de prodution.

La génération des haînes est alors la suivante :

F

F + F − F − F + F

F + F − F − F + F + F + F − F − F + F − F + F − F− ←֓

→֒ F + F − F + F − F − F + F + F + F − F − F + F (4)

Enore une fois, le sens de es haînes n'est pas enore évident. Par ailleurs, on

voit aussi que la génération des aratères de es haînes devient très vite inaessible au

possibilités humaines en raison du nombre élevé de aratères produits. Une méanisation

de la prodution est don rapidement néessaire.

4.3 L-system

Les deux derniers exemples i-dessus ((3) et (1)) sont des systèmes de Lindenmayer

ou L-system. De quoi s'agit-il ? L'ouvrage de référene en la matière, The Algorithmi

Beauty of Plants (Prusinkiewiz, 2004, p.2-3), en présente le ontexte en es termes :
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� In 1968 a biologist, Aristid Lindenmayer, introdued a new type of

string-rewriting mehanism, subsequently termed L-systems. The essential

di�erene between Chomsky grammars and L-systems lies in the method of

applying produtions. In Chomsky grammars produtions are applied sequen-

tially, whereas in L-systems they are applied in parallel and simultaneously

replae all letters in a given word. This di�erene re�ets the biologial mo-

tivation of L-systems. Produtions are intended to apture ell divisions in

multiellular organisms, where many divisions may our at the same time.

Parallel prodution appliation has an essential impat on the formal prop-

erties of rewriting systems. �

L'objetif est don de modéliser des méanisme de division (ellulaire). Le moyen

utilisé est un méanisme de réériture. Quoi de plus naturel don que d'utiliser une

grammaire préisément basée sur la réériture. Les règles de prodution s'y prêtent bien

et les deux exemples présentés i-dessus en sont une belle démonstration. Il ne s'agit

pas ii d'une division ellulaire, mais de la répliation d'un motif sur lui-même. Une

grammaire en est ii l'origine et nous verrons par la suite qu'elle peut se traduire par une

réursivité des algorithmes néessaires pour la prodution de motifs onséquents.

Mais, pour bien omprendre la signi�ation des méanismes de prodution des L-

system dans la réalité, il faut maintenant en donner une interprétation graphique.

4.4 Interprétation graphique

Il s'agit ii d'utiliser les haînes de aratères produites par les grammaires pour en

faire une représentation graphique. L'artiulation d'un méanisme de prodution général

et d'une analyse des briques omposant les strutures végétales est ertainement à l'ori-

gine de ette idée. Elle a trouvé son expression omplète grâe aux possibilités de dessin

proposés par le langage de programmation Logo et la tortue (Turtle) qui lui est attahée.

L'interprétation onsiste à utiliser les aratères de l'ensemble terminal N omme

des instrutions d'orientation de la tortue et les symboles non-terminaux omme des

instrution de onstrution du hemin. Classiquement, on a :

F avaner d'un pas en avant,

+ tourner à gauhe d'un angle donné,

− tourner à droite d'un angle donné.

Cette interprétation permet de suivre les haînes de aratères produites par la gram-

maire pour en traer une représentation graphique.

4.4.1 Koh

L'exemple donné par la grammaire (3), orrespondant aux haînes (4) peut ainsi

prendre l'apparene des �gures 1 pour un angle de 90°.

La �gure 1(a) permet de suivre l'interprétation graphique à la main, aratère après

aratère. Mais, on hésite déjà à le faire à la �gure suivante pour des raisons évidentes.
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(a) F+F-F-

F+F

(b) F+F-F-F+F+F+F-F-F+F-F+F-

F-F+F-F+F-F-F+F+F+F-F-F+F

() Plus enore ...

Figure 1 � La ourbe de Koh

A part l'esthétique des �gures 1, ette interprétation graphique semble ne pas ap-

porter grand hose. Pourtant, les objets étudiés dans The Algorithmi Beauty of Plants

(Prusinkiewiz, 2004, p.8-9) et reproduits

b

dans la �gure 2 sont déjà plus intéressants

et montrent des strutures qui ommenent à ressembler vaguement à des ristaux par

exemple.

4.4.2 Modélisation des plantes

Un autre exemple d'utilisation d'une grammaire interprétée de manière partiulière

est donné par la modélisation de la roissane des plantes. Turtle est ii utilisé omme

préédemment. Mais l'alphabet est étendu par deux nouveaux signes : les rohets [ et ℄.

Leur signi�ation dans le adre de Turtle est spéiale :

le rohet ouvrant [ signi�e qu'il faut mémoriser la position et la diretion ourante

de la tortue et

le rohet fermant ℄ signi�e qu'il faut faire revenir la tortue à la position et dire-

tion préédemment mémorisée.

Cette opération de mémorisation est néessaire pour permettre une struture d'arbre qui

n'est pas possible sans ela puisque le parours de la tortue est alors ontinu.

b. Le ode permettant d'obtenir es strutures sera présenté plus loin.
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(a) F-F+F+FF-F-F+F

(axiome F-F-F-F)

(b) F-F+F+FF-F-F+F (axiome F-

F-F-F)

() F+FF-FF-F-F+F+FF-F-

F+F+FF+FF-F (axiome F-F-F-F)

Figure 2 � Une autre ourbe de Koh

Voyons un exemple d'une telle grammaire.

G ={T,N,R, S} où : (5)

T = {+,−, [, ]}

N = {F}

S = F

R = {F → F [+F ]F [−F ]F}

Après deux fois l'appliation de la règle (deux générations), on obtient la haîne

suivante :

F[+F℄F[-F℄F[+F[+F℄F[-F℄F℄F[+F℄F[-F℄F[-F[+F℄F[-F℄F℄F[+F℄F[-F℄F

Enore une fois, l'interprétation n'est pas triviale, pas plus que la programmation de la

mémorisation.
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Figure 3 � Modélisation d'une plante

Pourtant, la �gure 3 obtenue par l'interprétation graphique pour inq génération et

un angle de 25,7° est étonnante.

Évidemment, on s'imagine bien que le remplaement réursif d'un même motif à

partir de points lés de elui-i mène à la onstrution d'arbre de e type. Mais la �gure

produite est tout de même remarquable dans la struture �botanique� qu'elle présente,

même si une tige aussi retiligne est peu probable dans la réalité.

Plusieurs autres règles peuvent être utilisées. Plusieurs angles aussi. Comme présenté

dans The Algorithmi Beauty of Plants (Prusinkiewiz, 2004, p.25), on obtient alors des

strutures dont la ressemblane ave des plantes réelles est étonnante. La �gure 4 présente

les �plantes� obtenues ave les règles suivantes :

F → F [+F ]F [−F ]F (6)

F → FF − [−F + F + F ] + [+F − F − F ] (7)

On peut aussi illustrer l'utilisation de plusieurs règles simultanément à travers les

exemples 8, 9 et 10 où l'axiome est X. Les deux règles sont appliquées suessivement.

X → F [+X]F [−X] +X et F → FF (8)

X → F [+X][−X]FX et F → FF (9)

X → F − [[X] +X] + F [+FX]−X et F → FF (10)

Le résultat de l'interprétation graphique est donné à la �gure 5, page 18.

Bien évidemment, es exemples ne sont pas onstruits au hasard. Une étude ap-

profondie de la forme des haînes néessaires pour obtenir des strutures réalistes de

plantes doit être faite, ou tout au moins une ré�etion sur les motifs de base. On se

reportera pour ela à l'adresse http://algorithmibotany.org/papers/ où sont pré-

sentés de nombreux exemples très rédibles. En e qui nous onerne, l'objetif de e petit

ours n'étant pas d'étudier systématiquement ou de manière approfondie les plantes elles-

mêmes, on laisse au leteur le soin de tenter de trouver des haînes rédibles et de les

interpréter grâe à la programmation.
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(a) nbiteration = 5, angle = 20° (axiome F ; règle 6)

(b) nbiteration = 5, angle = 22,5° (axiome F ; règle 7)

Figure 4 � Deux autres plantes

Car, il est temps maintenant de onsidérer et aspet moins formel, mais aussi impor-

tant dans le adre d'un ours d'informatique. Nous allons don ommener par onsidérer

le problème de la réation de L-system de manière algorithmique. Cela nous permettra

d'avoir une bonne vision des méanismes prinipaux permettant la génération de es

systèmes.
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(a) nbiteration = 7, angle = 20° (axiome

X, règle 8)

(b) nbiteration = 7, angle = 25,7° (axiome

X, règle 9)

() nbiteration = 5, angle = 22,5° (axiome X, règle 10)

Figure 5 � Deux autres plantes

4.5 Algorithmique

4.5.1 Création

Commençons par la onstrution de la haîne de Lindenmayer. Nous avons vu que tout

ommene ave un axiome. Celui-i peut être onstitué de deux types de symboles : non-

terminaux et terminaux. La prodution de la haîne onsiste quant à elle à remplaer un

ertain nombre de fois les symboles non-terminaux par une haîne orrespondante donné

par une (ou plusieurs) règle. Pour simpli�er la situation, on ne onsidérera ii qu'une

seule règle. Il est don néessaire de disposer du nombre d'itération hoisi, de l'axiome

et de la règle qu'il faut initialiser. Ensuite viennent deux boules. L'une pour répéter

les remplaements des symboles non-terminaux par eux de la règle et l'autre pour lire

l'axiome. Finalement, au bout d'un nombre de génération donné, le résultat produit est

un axiome ��nal� qui sera transmis pour interprétation graphique. L'algorithme 1, page

19, traduit e raisonnement en pseudo-ode.
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Algorithme 1 � Création de la haîne

Données : nbiteration, axiome, regle

Résultat : nouvel axiome

initialisation;

tant que on est < nbiteration faire

tant que on est < longueur de l'axiome faire

on lit un aratère de l'axiome;

si on trouve un aratère non terminal alors

on le remplae par la règle;

sinon si on trouve un aratère terminal alors

on le réérit simplement;

4.5.2 Interprétation

Après la réation de la haîne vient son interprétation. Pour ela, il est néessaire de

disposer de l'axiome ��nal�, de la longueur hoisie des segments produit par la tortue et

de l'angle orrespondant à haque rotation. L'interprétation graphique se fait ensuite par

la leture de haque aratères de la haîne et le lanement de l'opération orrespondante

par la tortue.

Si l'opération de mémorisation de la position de la tortue est simple, il faut analyser

plus �nement le retour à ette position. En e�et, il est néessaire de mémoriser plusieurs

états di�érents avant d'y revenir suessivement. Un tableau des états est don nées-

saire. De plus, une fois revenu sur un état mémorisé, il ne faut pas oublier de l'e�aer.

L'algorithme 2, page 20, résume tout ela en pseudo-ode.

Dans le as où plusieurs règles sont présentes, seule la proédure de réation hange

ave deux boules de leture suessives permettant d'e�etuer le remplaement de deux

aratères non-terminaux di�érents. Ces deux boules ayant la même forme, on ne pré-

sentera pas e as. Mais le ode donné en annexe 7.2 en donne une illustration ompré-

hensible.

4.6 Programmation

4.6.1 Approhe non réursive

Python est le langage utilisé. Mais,omme toujours dans le domaine de la program-

mation, il y a pour haque problèmes beauoup de solutions possibles. Même si l'objetif

de e ours n'est pas la programmation, deux solutions di�érentes vont être présentées,

non réursive et réursive, répondant toutes les deux à la desription algorithmique pré-

sentée au point 4.5. En e�et, dans le adre d'un ours sur les langages, il est une fois

de plus intéressant de montrer la diversité des approhes, sans pour autant se foaliser

partiulièrement sur les avantages des di�érents modes de programmation. Par ontre,

on abordera pas es problèmes en programmation orientée objet ou à travers d'autres
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langages tels que java par exemple. Mais il est évidemment envisageable de le faire par

la suite.

Dans la setion 4.5, on a vu la déomposition du problème de génération des L-system

en deux proédures d'une part de prodution des motifs à partir de la grammaire et

d'autre part d'interprétation de eux-i par turtle. Le ode omplet est donné en annexe

7.1. On ne va détailler ii que les aspets non liés au langage de programmation utilisé.

Cependant, il faut signaler qu'on a utilisé un déoupage du problème en fontion pour

des raisons de larté uniquement et qu'on a aussi mélangé variables globale et loales,

proédures et fontions pour mettre en jeu es notions dans un programme fontionnel.

Mais, on ne les dé�nira pas ii.

La réation de la haîne onsiste essentiellement en une boule qui parourt sues-

sivement tous les aratères.

while j < len ( axiom ) :

po inteur1 = axiom [ j ℄

La leture se fait en plaçant le aratère j de l'axiome dans une variable pointeur1

qui permettra de déider du aratère terminal ou non d'un aratère. En e�et, par

remplaement de la règle dans les symboles non terminaux de l'axiome, la boule va

réer un nouvel axiome, nommé axiome2, qui sera utilisé omme axiome de départ à

haque itération. Ainsi, on a :

# Symboles non terminaux

i f po inteur1 == 'F ' :

# remplaement de l a r e g l e dans l ' axiome

Algorithme 2 � Interprétation graphique de la haîne

Données : axiome, longueur, angle

variable : tableau des états mémorisés

Résultat : le traé

initialisation;

tant que on est < longueur de l'axiome faire

on lit un aratère de l'axiome;

si on trouve tel aratère alors

on demande à la tortue de faire telle opération;

sinon si on trouve tel autre aratère alors

on demande à la tortue de faire telle autre opération;

sinon si on trouve le aratère [ alors

on mémorise sa position et sa diretion

sinon si on trouve le aratère ℄ alors

on réupère l'état, on y envoie la tortue et on e�ae et état de la pile des

état mémorisés
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axiom2 = axiom2 + r e g l e

On voit qu'on remplae le aratère F par la haîne orrespondante de la règle. Par

ontre, la leture d'un symbole terminal ne donne lieu à auun remplaement. On réérit

simplement e symbole tel quel.

Ainsi, au fur et à mesure de la leture des aratères,on onstruit par onaténation

une nouvelle haîne axiom2 qui sera à la base de la prohaine itération.

L'interprétation de la haîne se fait à nouveau par leture de elle-i. Après réation,

elle est passée à la proédure d'interprétation via le paramètre axiom, ontenant la haîne

de aratère qui sera lue. Ensuite, pour les symboles de déplaement et d'orientation,

l'interprétation est simple :

# In t e r p r ea t i on

i f po inteur2 == 'F ' :

forward ( longueur )

e l i f po inteur2 == '+' :

l e f t ( ang le )

e l i f po inteur2 == '− ' :

r i g h t ( ang le )

Par ontre, pour les symboles de mémorisation, la proédure est quelque peu plus om-

plexe :

e l i f po inteur2 == ' [ ' :

# memorisation de l a p o s i t i o n ourante

l a p o s i t i o n . append ( p o s i t i o n ( ) )

l ang l e . append ( heading ( ) )

e l i f po inteur2 == ' ℄ ' :

# re tour a l a de rn i e r e p o s i t i o n e t suppre s s i on de  e l l e − i
up ( )

goto ( l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) −1 ℄ [ 0 ℄ , \

l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) −1 ℄ [ 1 ℄ )

del l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n )−1℄
se thead ing ( l ang l e [ len ( l ang l e )−1℄)

del l a ng l e [ len ( l ang l e )−1℄
down ( )

Tout d'abord, on utilise ii un tableau, nommé laposition pour mémoriser haque ouple

absisse et ordonnée de la tortue et un autre tableau, nommé langle pour mémoriser sa

diretion.

Puis, pour le retour à la position mémorisée, on réalise un goto aux oordonnées

mémorisées et un setheading pour revenir à la diretion enregistrée. En�n, il ne faut

pas oublier de supprimer des deux tableaux la position à laquelle on est revenu. Cela se

fait par deux del. Notez que pendant le retour il ne faut pas que la tortue soit en position

d'ériture. On lève don le rayon avant le retour et on le baisse après.
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En �n de ompte, grâe à l'utilisation de fontions (et proédures), on peut érire le

programme prinipal ave une grande larté :

i n i t i a l i s a t i o n ( )

gram = grammaire ( )

## gram [ 0 ℄ re tourne l ' ang le

## gram [ 1 ℄ re tourne l ' axiome

## gram [ 2 ℄ re tourne l a r e g l e

ax io = produt ion ( gram [ 1 ℄ , gram [ 2 ℄ )

i n t e r p r e t a t i o n ( gram [ 0 ℄ , ax io )

L'initialisation se fait par le plaement de la tortue et la mémorisation des paramètre,

axiome et règle. Puis, vient naturellement la prodution et l'interprétation.

4.6.2 Approhe réursive

Une autre approhe de la génération de L-system fait usage d'une tehnique de pro-

grammation partiulièrement intéressante : la réursivité. Il s'agit de l'appel d'une fon-

tion à elle-même. Pour les L-system, il s'agit don de ne plus générer la haîne de ara-

tère, mais de lire l'axiome en renvoyant simultanément à la fontion appelée, à haque

ourrene d'un aratère non terminal. Il n'est alors pas évident de suivre e que fait

le programme. C'est pourquoi on va maintenant reprendre une forme légèrement di�é-

rente de elle donnée préédemment du �oon de Koh pour l'étudier dans le détail. Le

ode omplet est donne en annexe 7.3. Seule la partie purement réursive est présentée

i-dessous :

def produt ion ( nb i t e ra t i on , longueur , angle , axiome , r e g l e ) :

i f nb i t e r a t i on == 0 :

forward ( longueur )

else :

i = 0

while i < len ( r e g l e ) :

r e g l e 1 = r e g l e [ i ℄

i f r e g l e 1 == 'F ' :

produt ion ( nb i t e ra t i on −1, longueur /3 ,\

angle , axiome , r e g l e )

i f r e g l e 1 == '+' :

l e f t ( ang le )

i f r e g l e 1 == '− ' :

r i g h t ( ang le )

i = i + 1

Et la �gure 6 en donne l'interprétation graphique.

Le ode est remarquable de onision, mais omplexe à apréhender.
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Figure 6 � Floon de Koh réursif.

Le ÷ur de la réursivité se trouve dans le test de reonnaissane du aratère F. Il

s'agit du aratère non terminal et il est néessaire de le remplaer par l'ensemble des

aratères de la règle. Mais, au lieu de réaliser simplement e remplaement, on renvoie à

la fontion de prodution. Cela n'a pas pour e�et de remplaer le aratère non terminal

par les symboles de la règle, mais de renvoyer sur une proédure, en l'ourrene elle

dans laquelle on se trouve, qui va le faire. Or, ette fontion va enore s'appeler elle-même

à la leture du aratère F et ainsi de suite.

Le même proessus va ainsi se répéter un nombre de fois déterminé par la variable

nbiteration. Comme à haque appel de la fontion de prodution on diminue la variable

ontenant le nombre d'itération, quand elle-i devient nulle, on stoppe l'appel réursif

et on trae un segment.

Ensuite, on retourne à la dernière proédure appelée pour réaliser l'instrution qui suit

l'appel réursif selon la règle donnée, par exemple une instrution terminale de rotation.

Et on ontinue pour réaliser une suite d'instrutions terminales ou si non terminales,

pour réaliser un appel réursif à la fontion prinipale.

Il est très di�ile de suivre haque étape de e proessus. Cependant, la �gure 7 tente

d'en donner une représentation graphique qui montre l'appel et le retour des proessus

dans l'ordre des �èhes numérotées.

On voit que toute une série de proédures sont progressivement lanées les unes dans

les autres. Puis, arrivées à leur terme, le traé des segment se fait et elles se terminent

par un retour à la proédure qui les a lanées. Finalement, tout aussi progressivement,

on termine haune des proédures imbriquées.

On a déjà remarqué que le ode est plus onis que elui issu d'une simple leture-

interprétation. Par ontre, il est moins lair, demanderait don pour la modi�ation une

releture attentive qui peut prendre du temps et il faudrait se demander s'il est plus

performant.

Voilà. Comme le but de e ours n'est pas la programmation réursive, nous �nirons

là ette analyse en préisant ependant les limites de elle-i. En e�et, ave la réursivité

on utilise toujours la même règle. L'axiome n'est don pas utilisé ou onsidéré égal à F.
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PSfrag replaements

prodution(...)

if regle1 == 'F' :

if regle1 == 'F' :

prodution

prodution

prodution

(nbiteration-1,longueur-1)

(nbiteration-1,longueur-1)

(nbiteration-1,longueur-1)

if regle1 == '+'

if regle1 == '+'

left(angle)

if nbiteration == 0 :

forward(longueur)

1

2

3

4

5

6

Figure 7 � Floon de Koh réursif.

Certes, on peut envisager des moyens de ontourner e problème en réalisant l'axiome

hors de la proédure réursive, en utilisant une réursivité indirete ou en remplaçant à

un moment bien préis la règle par l'axiome. Mais ela omplique le ode et l'avantage

en onision de la réursivité s'amenuise.

5 Conlusion

Nous avons parouru ave ette introdution aux L-system beauoup de notions d'in-

formatiques importantes. Les langages, leur reonnaissane, les grammaires, l'algorith-

mique et �nalement di�érents modes de programmation nous ont permis de omprendre

le r�le essentiel joué par les strutures formelles que l'informatique théorique met à notre

disposition. Les limites de e ours ne nous ont ependant pas permis d'aborder d'autres

notions tout aussi importantes omme les réseaux de Pétri ou les mahines de Turing. Par

ontre, l'étude des L-system marque lairement la puissane de la modélisation informa-

tique des strutures biologiques. Plus, elle fait entrevoir une orrespondane fasinante

entre le développement des organisme vivants et des onstrutions répétitives très stru-

turées, �nalement très bien dérites par . . . le langage mathématique.



TABLE DES MATIÈRES 25

6 Solutions des exeries

1 L'alphabet des hi�res binaires est : Σ = {0, 1} et le langage des nombres binaires à

trois hi�res est :

L = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

2 En onsidérant les quatre nuléotides omposant l'ADN, la thymine (T), la ytosine

(C), l'adénine (A) et la guanine (G), on peut dé�nir l'alphabet néessaire ainsi :

Σ = {A,C,G, T}

Les odons sont quant à eux des ensemble de trois nuléotides, pris parmi les quatre

disponibles dans l'alphabet. Le langage ainsi formé est :

L = {AAC,ACT,ACT,CTG,GTC, . . .}

et la ombinatoire donne pour un arrangement ave répétition de trois éléments pris

parmi quatre :

A4
3
= 43 = 64 possibilités

3 Il s'agit d'un automate simple sans grande di�ultés. Il est déterministe puisque de

haque état ne part qu'une seule transition de même type.

e1

e2 e3

e5

e8 e9 e10

e4

e6

a
a b

b

b

b
b b

4 Le problème peut sembler omplexe ar l'énoné du mot allumé fait immédiatement

penser à éteint. Naturellement, on pense à un état allumé et à un autre éteint. Comme il

y a trois ouleurs, on s'imagine alors six états et leur représentation ave des transitions

du type �s'allume� ou �s'éteint� ne va pas de soit.

Pour s'en sortir simplement, il faut au ontraire penser �quel est la ouleur du feu�.

Cela suppose qu'on ne onsidère que l'état allumé du feu. On peut alors dire rouge, puis

jaune, puis vert, puis rouge, . . . On pourrait aussi dire, 'est le rouge qui s'allume, puis

'est le jaune qui s'allume, puis . . . Cela nous permet alors de représenter la suession

des états allumé du feu par :

r j

v

r

jv
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En partiulier, l'automate i-dessus permet la reonnaissane de la haîne de aratère

rjvrjvrjv. . . qui est une représentation de la suession des ouleurs (allumées) du feu de

irulation.

5 On a vu qu'il y a 64 possibilités pour former un aide aminé onstitué d'un triplet

hoisi parmi quatre nuléotides. Il peut sembler alors que l'automate orrespondant doive

être très omplexe. Mais au ontraire, en raison du fait qu'on peut mettre n'importe

quel nuléotide à haque plae parmi les trois disponibles nous permet de onstituer un

automate partiulièrement simple :

C|G|T |U

C|G|T |U C|G|T |U

où la notation C|G|T|U signi�e soit C, soit G, soit T, soit U.

On onstate ainsi la onision de la desription de l'automate par rapport à l'exposé

de tout les as possibles.

6 On doit tout d'abord faire un b, puis un nombre quelonque (voir nul) de b. Comme

l'état de droite n'est pas �nal, il faut ensuite revenir à elui de gauhe par un a. En�n,

on peut faire tout ela un nombre quelonque de fois, y ompris auune. L'expression

rationnelle orrespondante est :

(bb∗a)∗

7 De manière très naturelle, on a :

[A..Z]{2}[0..9]{5}

8 Il faut raisonner à partir de la dernière transition avant l'état �nal. Il s'agit toujours

d'une transition b. Don, l'expression régulière �nira par un b. Puis, on a soit deux b,

soit un a suivi d'un a ou b. Cela se traduit par :

(bb|a(a|b))b



TABLE DES MATIÈRES 27

7 Annexes

7.1 Code python plante

# −*− oding : u t f−8 −*−
from t u r t l e import *

# Generation de p l an t e par grammaire L−system

def i n i t i a l i s a t i o n ( ) :

# De f i n i t i on des v a r i a b l e s independantes de l a grammaire

global nb i t e ra t i on , longueur

nb i t e r a t i on = 5

longueur = 3

def grammaire ( ) :

# De f i n i t i on de l a grammaire

ang le = 25 .7

axiom = 'F '

r e g l e = 'FF−[−F+F+F℄+[+F−F−F℄ '

#re g l e = 'F[+F℄F[−F ℄ [ F℄ '

#r e g l e = 'F[+F℄F[−F℄F '

#r e g l e = 'F+FF−FF−F−F+F+FF−F−F+F+FF+FF−F '

return angle , axiom , r e g l e

def produt ion ( axiom , r e g l e ) :

# Generation de l a haine de a ra  t e r e s

i = 0

while i < nb i t e r a t i on :

j = 0

axiom2 = ' '

while j < len ( axiom ) :

po inteur1 = axiom [ j ℄

# Symboles non terminaux

i f po inteur1 == 'F ' :

# remplaement de l a r e g l e dans l ' axiome

axiom2 = axiom2 + r e g l e

# Symboles terminaux

i f po inteur1 == '+' :
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axiom2 = axiom2 + '+'

i f po inteur1 == '− ' :

axiom2 = axiom2 + '− '

i f po inteur1 == ' [ ' :

axiom2 = axiom2 + ' [ '

i f po inteur1 == ' ℄ ' :

axiom2 = axiom2 + ' ℄ '

j = j + 1

axiom = axiom2

i = i + 1

print axiom

return axiom

def i n t e r p r e t a t i o n ( angle , axiom ) :

# In t e r p r e t a t i o n de l a haine par t u r t l e

k = 0

l a p o s i t i o n = [ ℄

l ang l e = [ ℄

while k < len ( axiom ) :

po inteur2 = axiom [ k ℄

# In t e r p r ea t i on

i f po inteur2 == 'F ' :

forward ( longueur )

e l i f po inteur2 == '+' :

l e f t ( ang le )

e l i f po inteur2 == '− ' :

r i g h t ( ang le )

e l i f po inteur2 == ' [ ' :

# memorisation de l a p o s i t i o n ourante

l a p o s i t i o n . append ( p o s i t i o n ( ) )

l ang l e . append ( heading ( ) )

e l i f po inteur2 == ' ℄ ' :

# re tour a l a de rn i e r e p o s i t i o n e t suppre s s i on de  e l l e − i
up ( )

goto ( l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) −1 ℄ [ 0 ℄ , l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) 1 ℄ [ 1 ℄ )

del l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n )−1℄
se thead ing ( l ang l e [ len ( l ang l e )−1℄)

del l a ng l e [ len ( l ang l e )−1℄
down ( )

k = k + 1
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# Plaement i n i t i a l de l a t o r t u e

up ( )

bakward (495)

down ( )

# Programme p r i n  i p a l

## gram [ 0 ℄ re tourne l ' ang le

## gram [ 1 ℄ re tourne l ' axiome

## gram [ 2 ℄ re tourne l a r e g l e

i n i t i a l i s a t i o n ( )

gram = grammaire ( )

ax io = produt ion ( gram [ 1 ℄ , gram [ 2 ℄ )

i n t e r p r e t a t i o n ( gram [ 0 ℄ , ax io )

#qu i t ( )

7.2 Code python plante à deux règles

# −*− oding : u t f−8 −*−
from t u r t l e import *

# Generation de p l an t e par grammaire L−system

def i n i t i a l i s a t i o n ( ) :

# De f i n i t i on des v a r i a b l e s independantes de l a grammaire

global nb i t e ra t i on , longueur

# Pour l e f l o  on de Koh

#nb i t e r a t i o n = 3

#longueur = 2

# Pour l e f l o  on de Koh I s l and

#nb i t e r a t i o n = 3

#longueur = 2

# Pour l a p l an t e

#nb i t e r a t i o n = 5

#longueur = 5

# Pour l a p l an t e 2
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#nb i t e r a t i o n = 5

#longueur = 5

# Pour l a p l an t e 3

#nb i t e r a t i o n = 4

#longueur = 8

# Pour l a p l an t e 4

#nb i t e r a t i o n = 7

#longueur = 1

# Pour l a p l an t e 5

#nb i t e r a t i o n = 7

#longueur = 1

# Pour l a p l an t e 6

nb i t e r a t i on = 5

longueur = 4

def grammaire ( ) :

# De f i n i t i on de l a grammaire

# Pour l e f l o  on de Koh

#ang le = 90

#axiom = 'F−F−F−F '

#r e g l e = 'F+F−F−F+F '

# Pour l e f l o  on de Koh I s l and

#ang le = 90

#axiom = 'F−F−F−F '

#r e g l e = 'F−F+F+FF−F−F+F '

# Pour l a p l an t e

#ang le = 25.7

#axiom = 'F '

#r e g l e = 'F[+F℄F[−F℄F '

# Pour l a p l an t e 2

#ang le = 20

#axiom = 'F '

#r e g l e = 'F[+F℄F[−F ℄ [ F℄ '

# Pour l a p l an t e 3

#ang le = 22.5
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#axiom = 'F '

#r e g l e = 'FF−[−F+F+F℄+[+F−F−F℄ '

# Pour l a p l an t e 4

#ang le = 20

#axiom = 'X'

#re g l e 1 = 'F[+X℄F[−X℄+X'

#re g l e 2 = 'FF '

# Pour l a p l an t e 5

ang le = 25 .7

axiom = 'X'

r e g l e 1 = 'F[+X℄[−X℄FX '

r e g l e 2 = 'FF '

# Pour l a p l an t e 6

ang le = 22 .5

axiom = 'X'

r e g l e 1 = 'F− [ [X℄+X℄+F[+FX℄−X'

r e g l e 2 = 'FF '

return angle , axiom , r eg l e1 , r e g l e 2

def produt ion ( axiom , r eg l e1 , r e g l e 2 ) :

# Generation de l a haine de a ra  t e r e s

i = 0

while i < nb i t e r a t i on :

j = 0

axiom2 = ' '

while j < len ( axiom ) :

po inteur1 = axiom [ j ℄

# Symboles non terminaux

i f po inteur1 == 'X ' :

# remplaement de l a r e g l e dans l ' axiome

axiom2 = axiom2 + reg l e 1

# Symboles terminaux

i f po inteur1 == '+' :

axiom2 = axiom2 + '+'

i f po inteur1 == '− ' :

axiom2 = axiom2 + '− '

i f po inteur1 == ' [ ' :
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axiom2 = axiom2 + ' [ '

i f po inteur1 == ' ℄ ' :

axiom2 = axiom2 + ' ℄ '

i f po inteur1 == 'F ' :

axiom2 = axiom2 + 'F '

j = j + 1

axiom = axiom2

print axiom

m = 0

axiom3 = ' '

while m < len ( axiom ) :

po inteur2 = axiom [m℄

# Symboles non terminaux

i f po inteur2 == 'F ' :

# remplaement de l a r e g l e dans l ' axiome

axiom3 = axiom3 + reg l e 2

# Symboles terminaux

i f po inteur2 == '+' :

axiom3 = axiom3 + '+'

i f po inteur2 == '− ' :

axiom3 = axiom3 + '− '

i f po inteur2 == ' [ ' :

axiom3 = axiom3 + ' [ '

i f po inteur2 == ' ℄ ' :

axiom3 = axiom3 + ' ℄ '

i f po inteur2 == 'X' :

axiom3 = axiom3 + 'X '

m = m + 1

axiom = axiom3

i = i + 1

print axiom

return axiom

def i n t e r p r e t a t i o n ( angle , axiom ) :

# In t e r p r e t a t i o n de l a haine par t u r t l e

k = 0

l a p o s i t i o n = [ ℄
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l ang l e = [ ℄

while k < len ( axiom ) :

po inteur2 = axiom [ k ℄

# In t e r p r ea t i on

i f po inteur2 == 'F ' :

forward ( longueur )

e l i f po inteur2 == '+' :

l e f t ( ang le )

e l i f po inteur2 == '− ' :

r i g h t ( ang le )

e l i f po inteur2 == ' [ ' :

# memorisation de l a p o s i t i o n ourante

l a p o s i t i o n . append ( p o s i t i o n ( ) )

l ang l e . append ( heading ( ) )

e l i f po inteur2 == ' ℄ ' :

# re tour a l a de rn i e r e p o s i t i o n e t suppre s s i on de  e l l e − i
up ( )

goto ( l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) −1 ℄ [ 0 ℄ , l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n ) −1 ℄ [ 1 ℄ )

del l a p o s i t i o n [ len ( l a p o s i t i o n )−1℄
se thead ing ( l ang l e [ len ( l ang l e )−1℄)

del l a ng l e [ len ( l ang l e )−1℄
down ( )

k = k + 1

# Plaement i n i t i a l de l a t o r t u e

up ( )

bakward (400)

down ( )

# Programme p r i n  i p a l

## gram [ 0 ℄ re tourne l ' ang le

## gram [ 1 ℄ re tourne l ' axiome

## gram [ 2 ℄ re tourne l a r e g l e

i n i t i a l i s a t i o n ( )

gram = grammaire ( )

ax io = produt ion ( gram [ 1 ℄ , gram [ 2 ℄ , gram [ 3 ℄ )

i n t e r p r e t a t i o n ( gram [ 0 ℄ , ax io )

#qu i t ( )
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7.3 Code python �oon de Koh réursif

# −*− oding : u t f−8 −*−
from t u r t l e import *

# Generation de p l an t e par grammaire L−system

def i n i t i a l i s a t i o n ( ) :

# De f i n i t i on des v a r i a b l e s independantes de l a grammaire

# Pour l e f l o  on de Koh

nb i t e r a t i on = 3

longueur = 200

ang le = 45

axiome = 'F '

r e g l e = 'F+F−−F+F '

return nb i t e ra t i on , longueur , angle , axiome , r e g l e

def produt ion ( nb i t e ra t i on , longueur , angle , axiome , r e g l e ) :

i f nb i t e r a t i on == 0 :

forward ( longueur )

else :

i = 0

while i < len ( r e g l e ) :

r e g l e 1 = r e g l e [ i ℄

i f r e g l e 1 == 'F ' :

produt ion ( nb i t e ra t i on −1, longueur /3 ,\

angle , axiome , r e g l e )

i f r e g l e 1 == '+' :

l e f t ( ang le )

i f r e g l e 1 == '− ' :

r i g h t ( ang le )

i = i + 1

# Plaement i n i t i a l de l a t o r t u e

up ( )

bakward (200)

down ( )

# Programme p r i n  i p a l

## i n i t [ 1 ℄ : n b i t e r a t i o n

## i n i t [ 2 ℄ : l ongueur

## i n i t [ 3 ℄ : ang le
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## i n i t [ 4 ℄ : axiome

## i n i t [ 5 ℄ : r e g l e

i n i t = i n i t i a l i s a t i o n ( )

produt ion ( i n i t [ 0 ℄ , i n i t [ 1 ℄ , i n i t [ 2 ℄ , i n i t [ 3 ℄ , i n i t [ 4 ℄ )

r i gh t (120)

produt ion ( i n i t [ 0 ℄ , i n i t [ 1 ℄ , i n i t [ 2 ℄ , i n i t [ 3 ℄ , i n i t [ 4 ℄ )

r i gh t (120)

produt ion ( i n i t [ 0 ℄ , i n i t [ 1 ℄ , i n i t [ 2 ℄ , i n i t [ 3 ℄ , i n i t [ 4 ℄ )
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